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D Einfache Wartesysteme

D.1 Beschreibung (Kendall’'sche Notation)

Arriving . Departing
Jobs . Jobs
Queue
Servers
m Parameter:
0 Ankunftsrate: A=1UTx Ta = Zwischenankunftszeit
0 Bedienrate: u=1UTg Tg = Bedienzeit

0 Anzahl der Bedieneinheiten: m
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D.1 Beschreibung (Kendall’sche Notation)

m Kendall’sche Notation:

A/B/m - Warteschlangendisziplin

A Verteilung der Zwischenankunftszeiten
B Verteilung der Bedienzeiten
m Anzahl der identischen Bedieneinheiten

O FUr A und B werden traditionell folgende Symbole verwendet:

0 M Exponentialverteilung (Markov-Eigenschatt)

Ex Erlangverteilung mit kK Phasen

H, Hyperexponentialverteilung mit k Phasen
Deterministische Verteilung (Tp bzw. Tg sind konstant)
G Aligemeine Verteilung

O o o g O
O

Gl Allgemeine unabhéngige Verteilung
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D.1 Beschreibung (Kendall’sche Notation)

O Warteschlangendisziplin (Bedienstrategie) legt fest, welcher Auftrag aus
der Warteschlange (WS) als néchster bedient wird:

0 FCFS (First-Come-First-Served):
Die Auftrage werden in der Reihenfolge der Ankunft bedient
Ist keine Disziplin angegeben so gilt FCFS.

0 LCFS (Last-Come-First-Served):
Der zuletzt angekommene Auftrag wird als nachster bedient.

0 SIRO (Service-In-Random-Order):
Die Auswahl erfolgt zufallig.

0 RR (Round Robin):
Ist die Bedienung eines Auftrages nach einer fest vorgegebenen
Zeitscheibe noch nicht beendet, so wird er verdrangt und wieder
in die WS eingereiht, die nach FCFS abgearbeitet wird. Dies
wiederholt sich so oft bis der Auftrag vollstandig bedient ist.

0 PS (Processor Sharing):
Entspricht RR mit infinitesimal kleiner Zeitscheibe. Dadurch
entsteht der Eindruck, als ob alle Auftrage gleichzeitig bedient
wilrden mit entsprechend langerer Bedienzeit.
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D.1 Beschreibung (Kendall’sche Notation)

0 1S (Infinite Server):
Es sind immer mindestens so viele Bedieneinheiten vorhanden
wie Auftrage im System, so dal’ keine WS entsteht.

O Statische Prioritaten:
Die Auswahl erfolgt nach fest vorgegebenen Prioritaten der
Auftrage. Haben mehrere Auftrage dieselbe Prioritat so erfolgt
die Auswahl unter diesen nach FCFS.

0 Dynamische (zeitabhangige) Prioritaten:
Die Auswahl erfolgt nach dynamische Prioritaten, die sich in
Abhéangigkeit von der Zeit andern.

0 Verdrangung (preemption):
Bei den Prioritatsdisziplinen und LCFS kann eine Verdrangung
des gerade in Bedienung befindlichen Auftrags erfolgen, wenn
ein neu in der WS ankommender Auftrag hohere Prioritat hat.
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D.1 Beschreibung (Kendall’sche Notation)
[ Beispiel zur Kendall'schen Notation:

M/G/1 - LCFS Preemptive Resume (PR)

0 Zwischenankunftszeit ist exponentiell verteilt

0 Bedienzeit hat eine beliebige Verteilung (gegeben durch eine
Verteilungsfunktion oder durch Mittelwert und Varianz)

0 Anzahl der Bedieneinheiten ist m = 1.
0 Die Warteschlangendisziplin ist LCFS

0 Preemptive bedeutet, daf’ ein neu ankommender Auftrag
den in Bedienung befindlichen Auftrag verdrangt.

0 Resume bedeutet, daf3 der verdrangte Auftrag ab der Stelle weiter-
bearbeitet wird an der er verdrangt wurde, wenn er wieder die
Bedieneinheit erhalt.

(Repeat wirde bedeuten, dal’ der Auftrag nach einer
Verdrangung wieder von Anfang an beabeitet werden muf3).
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D.2 Verteilungsfunktionen

D.2 Verteilungsfunktionen

m Exponentialverteilung

O Verteilungsfunktion:

T
1—exp(—?), 0<x< oo,

Fx(x) =
0, otherwise.
1 : o
X if X represents interarrival times,

with X = 1
—, if X represents service times.
|3
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D.2 Verteilungsfunktionen

O KenngréRRen:

Dichte: Ix(xz) = Ae™ =,
— 1
Mittelwert: X = X’
. 1
Varianz: var(X) = 2
Variationskoeflizient: ex = 1.

O Eigenschaft der Gedachtnislosigkeit
(Markoveigenschaft, memoryless property)

t
P(X§u+t|X>u):1—exp<—?):P(th)
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D.2 Verteilungsfunktionen

O Verschmelzung:

Mth+ .+ )

O Aufspaltung:
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D.2 Verteilungsfunktionen

m Hyperexponentialverteilung, Hy

00 Modellvorstellung:

d1
—_— q2 @\ _—
ar :

O Verteilungsfunktion:

k
Fx(x) = Z%‘(l—e_”jm)a >
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Dichte:

Mittelwert:

Varianz:

Variationskoeflizient:
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D.2 Verteilungsfunktionen

k
fX(m)_quNJe e, >0,
j=1
— k q; 1
X:Z—JZ—, x > 0,
=1 Hi H
Ly 1
Var(X):2Z—32——2,
k .
cx = , |2p? 9 _ >1.
_']:1“.7
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D.2 Verteilungsfunktionen

m  Erlang-k-Verteilung, E;

O Modellvorstellung:

Phase 1 Phase 2 Phase k

O Verteilungsfunktion:

(kpax)?
FX(w)zl—e—’““‘B-E -, 220, k=1,2....
=0 I
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D.2 Verteilungsfunktionen

0 Kenngr6Ren:

_ kp(kpz)*!

Dichte: fx(x) = (k—1)! ek x>0 k=1,2,...,

— 1
Mittelwert: =—,
F 1
Varianz: var(X) = —,
kp?
- : 1
Variationskoeffizient: c¢x = — <1.
k
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m Hypoexponentialverteilung:

O Verteilungsfunktion:

D.2 Verteilungsfunktionen

Fx(x) =1-— Ha e M L . e H2® x > 0.
Hn2 — p M2 — H1
O KenngréRRen:
Dichte: fx(x) = Hipe (e7H2® —e~ M%) x>0,
1 — M2
) — 1 1
Mittelwert: X=—+4+—,
M1 M2
. 1 1
Varianz: var(X) = — + —,
251 25
2 2
Variationskoeffizient: ecx = it <1
p1 + p2
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m Gammaverteilung:

O Verteilungsfunktion:

xT

_ [ap (apu)>t
Fx(x) —/ T(a) e du,

oo

u* e %du, a>0.

with T'(a) = /

0
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D.2 Verteilungsfunktionen

>0, a>0,
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D.2 Verteilungsfunktionen

0 KenngréRRen:

ap (opx)>!

(@)

Dichte: fx(x) = e >0, a>0,

— 1
Mittelwert: X =—,
K 1
Varianz: var(X) = —,
ap?
- : 1
Variationskoeffizient: cx = —.
NG
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D.2 Verteilungsfunktionen

m Verallgemeinerte Erlangverteilung:

1 2 ri
q_1< > ( > .
— e 0o e —P

Q2 1 2 r2

— e oo —P
Em— 3

1 2 rn
q_ni : @_» =

n r;j—1
i JrgN\N" g P s
Dichte: fx(x) = E q;- ' -e TIHIT x> 0.
j=1 (Tj - 1) :
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D.2 Verteilungsfunktionen

m  Coxverteilung, Cy

O Modellvorstellung:

al az2 a {k-1}
—_— ce e —P
b1 b 2 b k=1
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D.2 Verteilungsfunktionen

Cx<l:

al : j
EE— ce e —P
1
b1=1a1l

0 KenngroR3en:

— bi+Ek(1-0
Mittelwert: X=" +k( ) ,
u
kE+b(k—1)(bi(1—k)+k—2
Varianz: var (X) = + i ) (b )+ ) ,

e

k+bi(k—1)(bi(1—k)+k—2
Quadrierter Variationskoeffizient: c?X = + b ) (ba( )+ )
[b1 + k(1 —b1)]?
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D.2 Verteilungsfunktionen

Cx>l:

o
O KenngréRRen:
. — 1 a
Mittelwert: X=—4—,
251 K2
2 2
. p3 +api(2 —a)
Varianz: var (X) = 2 5 1 5 ,
Ky - Ha
2 2
: o . p3 +api(2 —a)
Quadrierter Variationskoeffizient: cg( = 2 1 3
(n2 + apy)
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D.2 Verteilungsfunktionen
m  Weibull-Verteilung:

Fx(z) =1 —exp(—=(Az)%), =2=>0.

O KenngréRRen:

Dichte: fx(z) = ax(Az)*texp(—(Az)*), A >0,
— 1 1
Mittelwert: X=-T(14+—]),
A o
I'(l42/a)

. . . R 2 _
Quadr. Variationskoeffizient: c% =

{ra+1/a)}>
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D.2 Verteilungsfunktionen

m  Mittelwert, Varianz und Variationskoeffizient wichtiger Verteilungen:

Distribution Parameter E[X] var(X) cx
. 1 1
Exponential n — — 1
7 %
Erl k ! !
rlang n — —
k:1,,2, n kp?
o a
Gamma ny — —
(0<a<oo) Iz 7
, 1 1 1 1
Hypoexponential 1, U2 — + — —+ =
H1 o p2 ny p2
k k
; 1 ; 1
Hyperexponential  k, u;, q; %_ 2 2 Z q—; - —
i1 M I i1 M I
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D.2 Verteilungsfunktionen

m  Formeln zur Bestimmung der Parameter wichtiger Verteilungen

Distribution Parameter Calculation of the Parameters
Exponential n p=1/X
— : 2
Erlang u,k ko= cell(l/cg
k=1,2, = 1/(c%-kX)
— 2
Gamma JT6Y * = l/c_X
0<a<co n = l/X
. 2 5 -1
Hypoexponential K1y p2 Mi/2 = < [1 +v1+2(c% —1) }
-1
o= = {1 — /2=t }
Hyperexponential X @ 2
(Hz) K1y M2 415 G2 1 el I
H2 = < {1 + q*; 5 }

q1+q2=1,pu2 >0
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D.2 Verteilungsfunktionen

O e« Universitat Erlangen-Nurnberg « IMMD 1V, 2002

Distribution Parameter Calculation of the Parameters
kE = ceil(1/c%)
b, — 2kck +k—2— \/k?+4 — 4kc%
Cox (CX S 1) k, bi, i 2(02X + 1)(k - 1)
bo = bg=...=bp_1 =0, bpg=1
. . . . k—0b:-(k—1)
M1 = M2 = ...= Ml = X
k = 2
b 211 1 2
= c — —
Cox (ex > 1) ky b, pa, i x 1+c%
1 / 2
= —[(1x,/1— —>%
H1/2 X [ 1+ cg{ }
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D.2 Verteilungsfunktionen

O Abschatzung von Mittelwert und Variationskoeffizient aus Stichproben X;:

O e« Universitat Erlangen-Nurnberg « IMMD 1V, 2002

k
— 1
Mittelwert: X = & Z X;
=1
1 k
. 2 __ 2
2. Moment: =7 Z Xi
=1
. . - — _ —_— _2
Varianz: o'gc =var(X)=(X - X)2=X2-X .
L . Ox
Variationskoeffizient: Cx = ?
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. " D.3 Leistungsgrofien
D.3 LeistungsgrofRen

Arriving . Departing
Jobs .

Jobs

Queue

Servers

m  Zustandswahrscheinlichkeit g

7, = Plthere are k jobs in the system] .
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D.3 Leistungsgrofen

m Auslastung p:

0 Eine Bedieneinheit (single server) m = 1:

mittlere Bedienzeit Ankunftsrate A
p = =

mittlere Zwischenankunftszeit  Bedienrate - ; )

O Mehrere Bedieneinheiten (multiple server) m > 1:

mit my = Gesamtbedienrate der m Bedieneinheiten

O Stabilitatsbedingung:

p<l1 > A< mu
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m Durchsatz A:

D.3 LeistungsgroRen

0 Anzahl der pro Zeiteinheit bedienten Auftrdge (Abgangsrate)

0 Im stabilen Fall (p < 1) gilt: Zugangsrate = Abgangsrate und damit:

A:m-p.l_‘l

m  Antwortzeit T:

O Zeit die ein Auftrag im Gesamtsystem (WS und Bedieneinheiten) verbringt

0 auch: Verweilzeit oder Systemzeit
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m Wartezeit W

0 Zeit die ein Auftrag in der WS verbringt
0 Es gilt:
Antwortzeit = Wartezeit + Bedienzeit

0O Und fur die Mittelwerte:

T=W +

T

m  Warteschlangenlange Q:

0 Anzahl der Auftrage in der WS
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D.3 LeistungsgroRen

m Anzahl der Auftrage K:
0 Gesamtanzahl der Auftrdge im Wartesystem (WS und Bedieneinheiten)
O Mittlere Anzahl der Auftrage:

KI ikﬂ'k
k=1

m Little’'s Gesetz:
0 Grundlegendes Gesetz der Warteschlangentheorie

0 Zusammenhang zwischen der mittleren Aufenthaltszeit in einem System
und der mittleren Anzahl der Auftrédge in dem System, z.B.:

= AT,
= AW.

Q N

O Wenn eine der GroRen K, Q, T und W bekannt ist, konnen die anderen
berechnet werden (Bei bekanntem A)
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D.3 Leistungsgrofen

m Zusammenstellung wichtiger Formelin:

A
Auslastung: p=—,
mpy
, K =)\T
Little's Gesetz: o -
Q= \W
_ _ _ 1
Mittl. Antwortzeit: T=W+ —
i)
Mittl. Anzahl der Jobs: K=Q+mp
oo
Mittl. Anzahl der Jobs: K = Z k-
k=1
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