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Ubersicht

Die vorliegende Arbeit befal3t sich mit der Analyse von Warteschlangennetzen mit
asymmetrischen Knoten und mehreren Auftragsklassen, d.h. Knoten mit mehreren
Bedieneinheiten, die unterschiedliche Bedienraten besitzen.

Zunachst werden asymmetrische Warteschlangennetze mit einer Auftragsklasse und
symmetrische Warteschlangennetze mit mehreren Auftragsklassen betrachtet und
Lésungsansatze zur Berechnung der Leistungsgrof3en vorgestellt.

Anschliel3end erfolgt eine Erweiterung auf asymmetrische Warteschlangennetze mit
mehreren Auftragsklassen. Zur Bearbeitung von geschlossenen Netzen werden die
Summationsmethode, die Mittelwertanalyse und der SCAT-Algorithmus geeignet
erweitert.
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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

In der Warteschlangentheorie erfolgt die Analyse eines Netzes unter Zuhilfenahme
wahrscheinlichkeitstheoretischer Grundlagen.

Ein Rechnersystem besteht aus Komponenten, wo jede Komponente im
Warteschlangennetz durch einen Knoten reprasentiert wird. Ein Knoten besteht aus
einer Warteschlange und einer Bedieneinheit (ssiggle-server)oder mehreren
Bedieneinheiterfsog. multiple-server)Die Zwischenankunftszeiten und Bedienzeiten
werden durch Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrieben.

Im Falle multiple-server kann jede Bedieneinheit gleiche Bedienraty. (
symmetrischen  Multiple-Seryer oder  unterschiedliche Bedienrate sog.
asymmetrischen Multiple-Seryetbesitzen. Haufig hat man mit asymmetrischen
Multiple-Servern zu tun.

Es gibt offene und geschlossene Warteschlangennetzen mit einer oder mehreren
Auftragsklassen.

In dieser Arbeit geht es um Erweiterung der Algorithmen der Summationsmethode,
Mittelwertanalyse und SCAT von geschlossenen Warteschlangennetzen mit mehreren
Auftragsklassen.

Die Erweiterung von Warteschlangennetzen mit symmetrischen Knoten und einer
Auftragsklasse zu asymmetrischen Knoten und einer Auftragsklasse von [BoBr 92]
und [Rog 92], und die Erweiterung von Warteschlangennetzen mit symmetrischen
Knoten und einer Auftragsklasse zu mehreren Auftragsklassen von [Hahn 90],
[BaTh94] und [Bolc 89] wird zusammengefal3t und auf die beschriebene Fragestellung
angewendet.

1.2 Warteschlangennetze und die charakteristischen
LeistungsgrofRen vonWarteschlangensystemen

Ein Warteschlangennetz besteht aus mehreren elementaren Knoten. Dabei versteht
man unter elementaren Knoten ein Warteschlangensystem mit einer Warteschlange und



einer gewissen Anzahl von Bedieneinheiten. Ein Warteschlangensystem wird durch
folgende Angaben festgelegt:

A Ankunftsrate

i Bedienrate an Bedieneinheit

cy,  Variationskoeffizient der Verteilung der Ankunftszeit
cg  Variationskoeffizient der Verteilung der Bedienzeit
P Auslastung

w die mittlere Wartezeit

t die mittlere Antwortzeit

q bezeichnet die mittlere Warteschlangenlange

P, ist die Wahrscheinlichkeit, mit welcher ein Auftrag bei Eintritt in das System
keine freie Bedieneinheit vorfindet und somit in der Warteschlange warten mulf3.

N Anzahl der Knoten im Netz
R Anzahl der Auftragsklassen

K Populationsvektor (,K2 ,....KR )
Ky  Anzahl der im Netz vorhandenen Auftrage der Klasse r (r = 1,...,R)
K Gesamtzahl der Autrage im Netz

mj Anzahl der Bedieneinheiten in Knotefi = 1,...,N)
Ujj  Bedienrate Knoten Bedieneinheit
Cpj Variationskoeffizient der Verteilung der Ankunftszeit Knotéh= 1,...,N)

Cg; Variationskoeffizient der Verteilung der Bedienzeit Knaten
(i=1,..NJ=1,...m)

e,  mittlere Anzahl der Besuche eines Auftrags der Kladss Knoten



Pj Ubergangswahrscheinlichkeit von Knotieru Knotenj (i, j = 1,...,N)

Es gibt offene und geschlossene Warteschlangennetze. In einem geschlossenen Netz
kann kein Austausch mit der Umgebung stattfinden, dagegen konnen bei einem
offenen Netz Auftrage von auf3en ankommen und das Netz wieder verlassen. Hat man
mehrere Auftragsklassen, so kann es auch gemischte Netze geben.

Man unterscheidet 4 Typen von Produktformknoten:

Typ-1-Knoten: M/M/m-FCFS
Typ-2-Knoten: M/G/1-PS(RR)
Typ-3-Knoten: M/Géo (Infinitive Server)
Typ-4-Knoten: M/G/1-LCFS PR

Die Leistungsgrof3en sind:

pir  Auslastung des Knotemdei Auftragen der Klasse
Aiy  Durchsatz des Knotendei Auftragen der Klasse

tir mittlere Antwortzeit an Knotenbei Auftradgen der Klasse
w:,  mittlere Wartezeit an Knotarbei Auftragen der Klasse

a, mittlere Warteschlangenlange an Knotdxei Auftrdgen der Klasse

P Wartewahrscheinlichkeit an Knotén

1.3 Untersuchung asymmetrischer
Warteschlangensysteme

In diesem Abschnitt werden die elementare Netze nach [BoBr 92] erlautert.

Die Antwortzeit des asymmetrischen Wartesystems hangt nicht nur von einer freien
Bedieneinheit ab sondern auch von der Bedieneinheit, die ankommenden Auftrag
bedient. In [BoSc 91] ist fur diese Problematik folgende Grundiberlegung gemacht
worden:

Sei pg (k = 1,...,m) die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Auftrag von der k-ten

Bedieneinheit bearbeitet wird. Die Annahme, dal3 eine schnellere Bedieneinheit mehr
Auftrdge bearbeitet als eine langsamere, fuhrt dazu, da? das Verhaltng der

zueinander genauso ist, wie das der Bedienraten.



Damit erhalt man:

P1:P2: o Pm=H1Ho: ... iHm (1.1)

Daraus folgt:

B = (ks m) (1.2)

ZM

1=1

Fir die k-te Bedieneinheit a3t sich die Auslastung miggigie folgt bestimmen:

p=—=—. = (Isk<sm) (1.3)

Die Auslastung ist also an jeder Bedieneinheit die gleiche, die Gesamtauslastung kann
demzufolge wie folgt berechnet werden:

P = Pk (1=k<m) (1.4)

Seix die Bedienzeit einer Bedieneinheit, dann wirdiie folgt ermittelt:
Xk = — (ks m) (1.5)

Die mittlere Bedienzeit wird mit Hilfe der WahrscheinlichkeitgnePmittelt:

D
Zprk D—D)@ 1 mm (1.6)

m

1Dzu 5 FIm XM

In [BoSc 91] wird mit diesen Formeln die Wartezeit W berechnet.

Fur asymmetrische M/G/m-Systeme wird folgende Naherung angenommen:

W:W0+%§ (1.7)

Mit Hilfe des Satzes von Little wird folgender Satz erreicht:



W
W = P (1.8)
1_7
m
Fur die Watezeit gilt:
_ W
“1-p (1.9)
wobei
A.m
AX _ 2 H _ A
m m Al
ZM
=1

Man bendétigt die mittlere Restbedienzejtdter Bedieneinheit um ¥\&u ermitteln

X (1<k<m) (1.10)

Mit Variationskoeffizient ausgedrtickt gilt:

R, = X—Zk.(1+c;) (1.11)
Die Restbedienzeit:
1 2
=== k=1,...,m 1.12
He = R S o) ( ) (1.12)
Die Gesamt-Restbedienzeit:
3 (1.13)
2 Y <1+ &)
FiUr die Gesamt-Restbedienzei= — ergibt sich:
R
Wy 2
r=X1+G") ; wobei x=-" (1.14)
2m - 1
=1 ;(k

Dann gilt fur W, folgende Formel:



m4:§%@+¢)% (1.15)

Fur symmetrische M/M/m-Systeme gilt:

(mp)™

m!(l—Pi) (116)
mp)* , (mp)"
k= k! m(l—Pi)

P, (p)) = m-1

Die Auslastung ergibt sich durch:
A
ZIJK

Fur die Wartezeit kann man eine N&aherung in asymmetrischen M/M/m-Systemen
erreichen:

(1.17)

p:

P_Xx

= : 1.18
(1-p)m (1.18)
Fur asymmetrische M/G/m-Systeme qgilt:
— P.X (1+c) (1.19)
1-p) 2m '

2 Die Summationsmethode

2.1 Die Summationsmethode zur Analyse von
Warteschlangennetzen mit asymmetrischen
Knoten und einer Auftragsklasse

Die Summationsmethode hat als Grundidee, jeden einzelnen Knoten eines zu
untersuchenden geschlossenen Warteschlangennetzes durch den Zusammenhang
zwischen der mittleren Anzahl von Auftrdgen im Knoten und dem Durchsatz durch
diesen Knoten zu charakterisieren.
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Dieser Zusammenhang kann wie folgt funktional ausgedrtckt werden:
ki=f(A) (2.1)
Folgende Eigenschaften hat die Funktiormmit lastunabhangigen Bedienraten:

Der Definitionsbereich ergibt sich wegéx p, <1 zu:

* 0< A, <mpy, Fir M/Glo-Knoten gilt: 0< A, < K, da k A (2.2)
* ()< f@, +ar) flr ax >0 (2.3)
* £(0)=0 (2.4)

Bei Knoten mit lastabhangigen Bedienraten ist die Monotoniebedingung im
allgemeinen nicht erfullt. Bei multiple-server-Knoten bleibt sie jedoch erhalten.

Zur Analyse von Produktformnetzen wurden nach [Bolc 89] folgende Funktionen
angegeben:

0
O Py fur Typ—1,2,4 Knoten
0, K-1
0 K '
— 0 Jo}
ki=Q o+ : P, furTyp—1 Knoten 2.5
o M Keme @9
0 K-m
Y
D/\—' fur Typ—3 Knoten
M

Man erhalt aus Gl. (2.5) korrekte Ergebnisse nur fur Typ-3 Knoten, wahrend fur die
anderen Knotentypen die Formeln geeignete Approximationen darstellen.

Dabei leiten sich die approximativen Formeln aus folgender Gleichung:

ki =—— 2.6

-p (2.6)
und dem KorrekturfaktorKT_1 ab. Der Korrekturfaktor wird aufgrund der Tatsache,
daf} sich bei Auslastung =1 alle Auftrage des Netzes beim Knoten i aufhalten, d.h.

ki = K, motiviert.

Man kann durch die Summation die Funktionsgleichungen fir das gesamte System
erhalten:



11

iﬁziﬁMJ:K (2.7)

wenn die Funktionerf, fur alle Knoten gegeben sind.

Der Gesamtdurchsailzdes Netzes kann mit der Beziehuhg= A.e folgendermafien
N
> f(e)= A=K (2.8)

bestimmt werden.

Damit man daraus einen Algorithmus zur Berechnung von allgemeinen Warte-

schlangennetzen bestimmen kann, mufd man unbedingt einen passenden Staiwert fir
finden:

2
A, =0, wobei), die untere Grenze fur den Durchsatz ist.
A, ist die obere Grenze fur den Durchsatz:
. miné{.ﬂg falls m # oo
do=0 G (2.10)
0. UKo O :
ming——- falls m =o
" Oe O

So kann man mit hilfe vok die Funktionenf, fur jeden Knotem berechnen.

Wenn gi) = K+¢ erfillt ist, dann endet das Verfahren, und die Leistungsgrof3en des
Netzes konnen berechnet werden.

Ist g(\) > K, wird A, =2 gesetzt. Ist ) < K, dann gilty, =2 , und man beginnt wieder
mit einer neuen Berechnung vln

€ gibt einen Toleranzbereich an, dalgdurch Rundungsfehler selten genau den Wert
K erreicht, und der Algorithmus sonst in eine Endlosschleife laufen wiirde.

OA, falls g(A)>K

A=
Ha, falls giA) < K



12

Die Funktion f, fur Knotentyp M/M/m-FCFES ist in [Bolc 89] folgendermalien
angegeben:

ne, + K_prin_l P, fir M/ M/m~ FCFS Knoten
- om=t,
(-1 “-m (2.11)
Cmp, + ﬁ ap,  fir M/ G/ m~ FCFS Knoten
1 -
E K-m
2
c 2 +1
,wobei a=——— und p =——
2 mu,

Um GI. (2.11) auf asymmetrischen Fall zu Gbertragen, wurde in [BoBp92iir den
asymmetrischen Fall hergeleitet, in dem die Auslastongit Gl. (1.17) ausgedrtickt
wird.

In [Rogg 92] wird p, fir asymmetrischen Knoten wie folgt beschrieben:

- (2.12)
H;

™M

Der Faktor a und die KorrekturfaktoreEK_Ln;1 bzw % werden trotz der

Asymmetrie nicht beeinfluf3t.

In [BoBr 92] wurde die Initialisierung des Durchsatzes fur asymmetrischen Knoten wie
folgt ermittelt:

(AL [l
DZ u, O
nUiE i =
Ao = m. 06 O (i=1,.,N) (2.13)2.2
Die Summationsmethode zur Analyse von
Warteschlangennetzen mit symmetrischen

Knoten und mehreren Auftragsklassen

2.2.1 Das Newtonsche Einzelschrittverfahren

In diesem Abschnitt geht es um ein geschlossenes Warteschlangennetz mit N Knoten,
R Auftragsklassen (R1) und K = (K,,K,,...,K ) Auftrage.
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Als grundlegender funktionaler Zusammenhang zwischen der mittleren Anzahl an
Auftragen der Klasse r im Knoten i und dem Durchsatz hat man folgende Form
ermittelt:

ki = f, (A,) (2.14)

Dieser Formel bedeutet, dal? wenn der Durchsatz grof3 ist, so ist auch die mittlere
Auftragszahl grof3 und umgekehrt.

Fiar die Knoten, fur die0O<A, <u, K qgilt, ergibt sich fir den funktionalen
Zusammenhang:

ke = (2.15)
uir
Fur die verschiedenen Knoten-Typen gilt:
STK-1 Typ-12,4
%1_ K P
ki =0 mp, +—-———=Fn(p;) Typ-1
0 1- K-m-1
H K-m
U A
|:| r Typ_3
O /’lir
(2.16)
. CZ +1 R
wobei: K=K, ; a=—"—; p=yp (2.17)

Die approximativen Formeln fur Typ-1,2,4-Knoten in Gl. (2.16) leiten sich aus der
Beziehung:

Ky = (2.18)

und X1 ap.
K

Man kann die R Systemgleichungen fiir das gesamte Netz gewinnen, wenn die
Funktionenf, fir alle N Knoten und R Auftragsklassen gegeben sind.

Es qgilt:
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iEir = Z f (A)=K (r=1,2,..,R) (2.19)

=1 =1
Mit der Beziehung
Air = /\r er

ergeben sich aus Gl. (2.19) R Gleichungen zur Bestimmung der Gesamtdurahsétze
N
Z fir ()‘ir) = gr()\r) = K (220)

Zur Losung des Gleichungssystems (2.20) wurde in [Hahn 90] das Newtonsche
Einzelschrittverfahren verwendet. Dieses Verfahren gilt als Standardldsungsmethode
fur nichtlineares Gleichungssystem. FiUr seine Anwendbarkeit spielt die spezielle
Struktur des Systemgleichungen keine Rolle.

Die Gleichungen des zu I6senden Systems mussen nichtlinear und mindestens einmal
stetig differenzierbar sein.

Ist das System von m Gleichungen der Art:
h (X, %,..., %, )=0 (=1,2,...m) (2.21)
mit der Eigeschatft:

oh (%, %,.... %)
0X,
gegeben, so ergibt sich aus der Beziehung:

(k) _ hj(x1(k+l)1---,xflle),)§k), E)l,...,)gf))
ST C ORI A LT CRRNE O
oX.

J

20 (=1,2,..,m) (2.22)

X](k+l) =X

(2.23)

der (k+1)-te Naherungsvektdk & 0)

X(k+1) = Xj(_k+l) ’ X§k+1) . )§k+1) aus_%)

Das bedeutet, dal3 Gl. (2.21) fur jeden Index j als Gleichung mit einer unbekanpnten

betrachtet und mit dem Verfahren von Newton flr den eindeminsionalen Fall gel6st
wird. Der Schnittpunkt der an der Stel¢’ an die Funktiorh, angelegten Tangente

mit der x-Achse wird vom Wert{“ dargestellt.

Das Newtonsche Einzelschrittverfahren wird zur Losung der R Sytemgleichungen:
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h(Ay,..Ag)=K, —i f (y,..Ag)=0 (r=1,2,...R) (2.24)

verwendet, um die Konvergenz des Newtonschen Einzelschrittverfahrefisiit
asymptotischen Sprungstellen zu garantieren, wird jede der Gleichbrigen.., A )

mit dem Hauptnenner aller Funktionen multipliziert. Eine ausfuhrlichere Beschreibung
findet sich in [Hahn 90].

Durch Anwendung des Newtonschen Einzelschrittverfahren werden die Durchséatze
A, (r=1.2,..,R) wie folgt bestimmt:

(k+1) (k+1) (k) (k) (k)
P DA A0 3@ 0

r-1 1 r+1 7

S (A XY, AED X0 Y ® 0y

r-1 1? r+1 1

SA,

(k+D. — y (k) _
A o= ) ¢

(2.25)

2.2.2 Fixpunktiteration

Als Alternative zum Newtonschen Einzelschrittverfahren stellt sich die Fixpunkt-
iteration [s. BaTh 94] dar.

Zunachst werden die Grundlagen der Fixpunktiteration [s. Schw 88] vorgestellt, bevor
diese dann auf die auftretenden Gleichungen der Summationsmethode angewendet
wird.

Eine grofRe Klasse von Iterationsverfahren hat der Form:

XD = f (x0) (k=0,1,2,..) (2.26)

wobei X eine reelle Zahl unf(x) eine Abbildung der betreffenden Menge in sich
darstellt.

Mit Gl. (2.26) wird zu einem gegebenen Startwett eine Folge von Iterationex*
definiert mit dem Ziel, die Gleichung:

x =1 (X) (2.27)

zu losen. Die gesuchte Losung x stellt einen Fixpunkt der Abbildu®rypdar, und
deshalb bezeichnet man Gl. (2.27) als Fixpunktgleichung.

Definition: Sei (M,d) ein metrischer Raum, weiter §eiM — M eine kontrahierende
Abbildung, d.h. es existiert eine reelle Konstante L (Kontraktionskonstante) mit
0<L<1, derart, daRd gilt:
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0, 0,d(F(, F(M) < Ld(x Y (2.28)

Es sei M eine abgeschlossene Teilmenge eines metrischen Raumes NMind M
eine kontrahierende Abbildung (O<L<1). Dann gelten:

1) Die Abbildungf besitzt genau einen Fixpui_(ﬂ] M.
2) Fur jeden Startwent® O M konvergiert die durch Gl. (2.26) definierte

Folgex® gegen den Fixpunkt, dann gilt:

X, - X (n—>00)

3) Es gilt die Fehlerabschatzung:
d(x- %k))srl'l_d(x(k”’ ) (2.29)

Um das nichtlineare Gleichungssystem (2.20) losen zu konnen, muissen die
Systemgleichungen zunéachst in eine entsprechende Form der Gl. (2.26) gebracht
werden. Somit hat man die Losung des nichtlinearen Gleichungsystems (2.20) auf die
Losung eines Fixpunktproblems zurickgefihrt.

Die Struktur der Knotengleichungefy = ki erlaubt auf jeder rechten Seite der R
Systemgleichungen jeweils genau eine der Variallleherauszuziehen und auf die
linke Seite des Gleichungssystems zu bringen.

1 — Eir

(2.30)

=
>
>

In [BaTh94] wurden die Gleichungen von (2.30) fur alle im Rahmen der der
Summationsmethode zulassigen Knotentypen in eine Tabelle zusammengefalit.

v foir) =5
M/M/1,M/G/1-PS Sr
Hir
ke
M/M/m S
E—irrJf% Pm (Pi)
I-——— A
K-m
M/G/oo-IS &
Hir
M/G/m-FCFS _ar
8ir m - Hir
u—ir+m a. Ry (pi)
K-m
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M/M/1-PRE

r

Pil +(l-0 Sr
quM ( |r+1)u

= | ir

K-1 K-1
1-—oj ) A+——
( K i ¢ K

Oir +1)

M/M/1-NONPRE

r

] Pil 2
&, | ZMI !
Hir (1_%‘7” )1+ i_i Oir +1)
M/G/1-PRE r
Tar ) ax(B)+1-g +1)—
3@ Zl "
a-“ 2o 2o )
M/G/1-NONPRE i
5erzea)naz(ﬁi)
&, =1
Hir @-K 8y R0 g
M/M/m-PRE D r
Pn1(0|r+1) el7/\I Pm (Ulr)zi/\lu
& ﬂ|r E
Hir /\r D (- KKEﬂm 1U|r+1) (0 KKinm 1U|r) S
E g
M/M/m-NONPRE 0 3 P 0
i_,_g r = mlJnZ _Pm(pi)g
:u|r l—K_m_l 1—K_m_1 mpl O
|r)( |r+1)
K- K-m
M/G/m-PRE
3P, (“"”)Z S CRCOL ("")Z 80,80
i+ﬂﬂ K K O
e A O (1_Lig"+l) (;bﬁgir) O
H K-m K-m H
M/G/m-NONPRE a R O
O §Qrzqr/\|az(a|) P ( )D
i+|j = M M Pi ]
l‘lir gl_ WO‘" )(1_ wdir +1) mpl O
K-m K-m

Tabelle 2.1 Die Knotengleichungen fir die Fixpunktiteration

Damit laf3t sich das Gleichungssystem (2.20) in der Form:

schreiben.

Dann gilt:

Ag)=K L<sr<R)

r
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A = d (1<r<R) (2.31)

2.3 Notwendige Anderungen zur Bearbeitung
von asymmetrischen Knoten und
mehreren Auftragsklassen

2.3.1 Das Newtonsche Einzelschrittverfahren

Gegeben sei ein geschlossenes Warteschlangennetz mit N Knoten, R Auftragsklassen
(R=2)undK =(K,,...,Kg ) Auftragen.

Die Anderungen, die im Rahmen dieser Arbeit vorgenommen wurde, bezieht sich im
wesentlichen auf Gl. (2.24) und GlI. (2.25).

In beiden Gleichungen hat mar Kind f, (A, A,,...,A, ) symmetrisch nach Gl. (2.16)
und Gl. (2.19) ausgedrickt.

Hier geht es um Ermittlung des asymmetrischen Falles, daherRyird Ky und in
f. (A, A,....,A ) vom symmetrischen Fall auf den asymmetrischen Ubertragen, indem
die Auslastungp mit der Gl. (2.12) ausgedrtckt wird.

K-m=14 al. (2.16) werden

Der Faktor a und die Korrekturfaktore|1<C|K_—1 bzw

durch die unterschiedlichen Bedienraten an den Knoten nicht beeinfluf3t.

2.3.2 lterationsverfahren

Die Erweiterung der Summationsmethode zur Analyse von geschlossenen
Warteschlangennetzen mit symmetrischen Knoten und mehreren Auftragsklassen
erfolgt durch Anwendung der Iterationsverfahren genau wie bei Abschnitt 2.2.2 mit
kleinen Anderungen.

Die Tabelle 2.1 wird wie folgt erweitert:

Typ fr) =




19
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Hir
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o K-m- (p))
lJir 1_ K m api m
K-m
M/M/1-PRE —
’ Zﬂ+(l_gir 1)
£ Hil N
- KK:LU”)(:I'+ KK10|r+1)
M/M/1-NONPRE ™
q—r+ i :1/JII !
Hir (1—i—:ic7Ir Y1+ G +1)
M/G/1-PRE :
%qrzaz(m+(l_"ir +1)2Trr
=1
ot 20,
M/G/1-NONPRE 1 i
28 ) @A a2(BI)
E_irrJr - K=1- N 1+ K-1-a
( K Ulr)( K Oir +1)
M/M/m-PRE :
EF (am)z AP (G")Z A2
O
& 4 Hu E Zuul -Hi . Zulﬂ m S
lJir Ar |:| (1 K m 1 |r+1) (1—wair) |:|
O K-m K—m 0
VIMimNONPRE[ 1 &, :
] Er m 0
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M/G/m-PRE e . -
P (0..)Y “Aa,8B) iP (g,)S "Aa,(B)
i+&%m 1Zlm|23|_2m ;mlzalg
e A D @ Komma, a-K-m-a;, O
H K_m ir+1 K—m ir H
M/G/m-NONPRE 0 . & =
€, 62 HA®) P, (P)
B Qp_K-=m=a, g K-m=-a, y mp O
K—m " K_m ir+1

Tabelle 3.1 Die Knotengleichungen fiir die Fixpunktiteration

Man dricktp, mit Gl. (2.12) aus.

Die Korrekturfaktoren werden trotz der Asymmetrie nicht beeinfluf3t.3 Die
Mittelwertanalyse

3.1 Die Mittelwertanalyse zur Analyse von
Warteschlangennetzen mit asymmetrischen
Knoten und einer Auftragsklasse

Die Mittelwertanalyse (MWA) wurde von Reiser und Lavenberg zur exakten Analyse
geschlossener Warteschlangennetze mit Produktformlésungen entwickelt und in
[Bolc89] wie folgt beschrieben:

Die Grundlage der MWA wird von zwei einfachen Gesetzen gebildet:

1. Das Gesetz von Little

k=A.t (3.1)

das einen Zusammenhang zwischen der mittleren Auftragszahl, dem Durchsatz und
der mittleren Antwortzeit eines Knoten oder des Gesamtsystems herstellt.

2. Das Ankunftstheorem von Reiser und Lavenberg

Fur geschlossene Produktformnetze ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 ein Auftrag bei
Ankunft an Knoten i den Netzwerkzustarkl,...,k ,...,k, ) vorfindet, gleich der
Gleichgewichtszustandswahrscheinlichke#(k,, ...,k -1,....k, ) des Netzes mit
einem Auftrag weniger.

Daher werden in der MWA drei Gleichungen bendétigt
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1. Eine Gleichung zur Berechnung der mittleren Anzahl von Auftréged).
2. Eine Gleichung zur Berechnung des Durchsatzé$im Netz.
3. Eine Gleichung zur Berechnung der mittleren Verweilzgi) im i-ten Knoten.

Ein Netz wird durch iteratives Vorgehen von k = 1,...,K berechnet. K ist die Anzahl der
Auftrage im Netz.

Aus dem Ankunftstheorem wirgl(k) fiir M/M/1-FCFS Knoten wie folgt ermittelt:

(k) = ﬁ[mi( k-1] (3.2)

Zur Berechnung; (k) fiir symmetrische M/M/m-FCFS Knoten gilt folgende Formel:

- 1 O — m -2 _ 0
i(k) = — ki(k - 1— |- k— 3.3
ti (k) uimgu ( ’“ZO(”“ =D p(] 1)5 (3.3)

Dabei bezeichnep, ( jlk) die Wahrscheinlichkeit dafir, daR im i-ten Knoten j Auftrage
bedient werden unter der Bedingung, dal} sich K Auftrdge im Netz befinden.

n(i|k)=% n(i-1k-1) (=1....m -1) (3.4)

1 Ce. ot [
K) = 1- = 0 A(k ) ~1) p( | KO 35
p(9k) o e ()+J_Zl(m )p(l)D (3.5)

Zur Berechnung; (k) fiir asymmetrische M/M/m-FCFS Knoten gilt folgende Formel:

_ 1 0O _ m-2 _ U
ti(k) =+ %+ki(k-D+;(m-J-Dp(Jk-1}E (3.6)

z K

1=1

Dabei bezeichnep, (jlk) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daR im i-ten Knoten j Auftrage
bedient werden unter der Bedingung, daf3 kidlaftrage im Netz befinden.

p(ilk =32 g -1k -1 G=1,...m-1) (3.7)

; Hy

u, bezeichnet die schnellste freie Bedieneinheit umd die langsamste freie
Bedieneinheit.
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m-
(K =1- 57 S z ~DR( ik (3.8)

; Hy

3.2 Die Mittelwertanalyse zur Analyse von
Warteschlangennetzen mit symmetrischen
Knoten und mehreren Auftragsklassen

Die MWA flr geschlossene Produktform-Warteschlangennetze mit symmetrischen
Knoten und mehreren Auftragsklassen wird in [Bolc 89] wie folgt beschrieben:

1Eis(|_<—17)g , fallsm =1 Typ-124

0 =& 0
: gﬁzk.s(k L)+Z(m j- Dp(lk—l)ﬁ,faﬂsmﬂ Typ 1 (3.9)

—
=
]
OO
3
;:

|
=

Typ-3

1
i

fur k=0,... K.

k-1 =(k,....,k =1,....k. ) ist der Populationsvektor bei einem Auftrag weniger in
Klasse r ist.

Ke (=2, (K.t (K. ¢ (3.10)

Farj=1,...,m-1 gilt:

IO(J|k)‘ ‘M (K p(i-1k- m (3.11)

—1 ir

A (0K = 1-E§‘M (k)+z<m J)P(J|k)D (3.12)

=1 Mir

Der Durchsatz furr = 1,...,R gilt wie folgt:
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A (K) = Nk— (3.13)

ZQr _tif (l()

3.3 Notwendige Anderungen zur Bearbeitung
von asymmetrischen Knoten und
mehreren Auftragsklassen

Die MWA flr geschlossene Produktform-Warteschlangennetze mit symmetrischen
Knoten und mehreren Auftragsklassen kann durch einfache Anderung der
geschilderten Verfahrensweise fir symmetrische Mehrklassennetze in den
nachfolgenden Schritten beschrieben werden:

Aufgrund GlI. (2.12) werden die Gleichungen im vorigen Abschnitt wie folgt aus-
gedrickt:

Man berechne furi=1,...Nund r = 1,...,R die mittlere Antwortzeit bzw. die mittlere
Anzahl von Auftragen der Klasse r in i-ten Knoten:

O
010 R- O
éul_lir%Jr SZlkis(K—]T)E fallsm=1 Typ-12 4
] Hi1 0 &_ m2 0
te(k) = O —— 0+ Y ks(k=1)+ > (m= j=) p(jk- DO fallsm>1 Typ- 1 (3.14)
Oy, B = =0 B
D. ijr
o=
E: Typ-3
ki (K) = A, (K.t (K. § (3.15)
Farj=1,...,m-1 gilt:
. R e .
p(jk)=Y ——A, (kKp(j-1k-1) (3.16)
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R m-1
POR=1-3 52,00+ =5 - DRy (3.17)
=1

Der Durchsatz, (k) bleibt genau wie in Gl. (3.13), wobki (k) mit Gleicung (3.14)
ausgedruckt wird.

4 SCAT-Algorithmus

4.1 Der SCAT-Algorithmus zur Analyse von
Warteschlangennetzen mit asymmetrischen
Knoten und einer Auftragsklasse

In diesem Abschnitt wird die Arbeit von [BoBr 92] erlautert.

Der SCAT-Algorithmus (Self Correcting Approximation Technique) far
M/M/m-FCFS Knoten basiert auf den Approximationen fir Single-Server von Bard
und Schweitzer. Er wurde wegen des sehr grof3en Verbrauches von Rechenzeit und
Speicherplatz bei der MWA entwickelt.

Neben der Schatzungi(K-1)muR eine Schatzung der Randwahrscheinlichkeiten
p (j|k) fur den symmetrischen M/M/m-FCFS Knoten durchgefiihrt werden.

_ 1 0 — m-2 . . l
i(K)=—A+ki (K- - |-1. K-10 4.1
ti (K) muiD+ ( D+;(m i=9.p(j J)D (4.1)

m
Man kann dadurch die Asymmetrie bestimmen, aig3 durch Z Y, ersetzt wird.
=1

. 1 O - m-2 . . O
ti(K)=m—ﬂ+ki(K-D+Z(m-J-J)n(JIK-J)E (4.2)

le«ln =

Wegen der aufwendigen Schatzung der Randwahrscheinlichkeit, bendtigt der im
vorherigen Abschnitt beschriebene Algorithmus viel Rechenzeit.

Fur die mittlere Antwortzeit eines Knoten gilt folgende Formel:
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01, K, (o)

) 1+ -p) ,fur M/ M /m- FCFS- Knoten

t = D‘i m Pm . (4.3)
0= (1+ ki m(pi).i—pi) ,fur M /G /m- FCFS- Knoten
By m 2

Um ein starke Verringerung des Rechenaufwandes zu erreichen, hat man in Gl. (4.3)
die Wahrscheinlichkei®, der Randwahrscheinlichkeit verwendet.

Um den asymmetrischen Fall zu ermitteln, wird die AuslastuimgP, mit Gl. (2.12)

m
ausgedriickt und wirdy. durchz Y, in Gl. (4.3) ersetzt.
=1

E,L(m +k+ P(p)- mp) , fur M/ M/ m- FCFS Knoten

' DZ : (4.4)

EI—(rr]+l< + P(p)——mp,) , fir M/ G/ m—- FCFS- Knoten

DZ Hy

4.2 Der SCAT-Algorithmus zur Analyse von
Warteschlangennetzen mit symmetrischen Knoten
und mehreren Auftragsklassen

Fori=1,.,Nundr = 1,..,R wird die mittlere Antwortzeit eines Auftrages im i-ten
Knoten wie folgt berechnet:

0 &R l
A+ ) Ks(k=1)+ > (m- j-Dp(jk-1) 4.5
! Y kis(k-1, ]Z) i=dR(] ho (4.5)

Mit Anwendung der Wartewahrschnlichkeit gelten folgende Formel:
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O 0 iE 0
OJ 0 is 0
0 L%J, S P L 50 fur M /M /m- FCFS- Knoten
|:| uir m m D
- .
tir (K) = E 0 R - (4.6)
O kis 0
01 szl Pu(p) G *1 o o - -
D_%Jr + E P, ,fir M /G/m- FCFS- Knoten
Duir m 2 D
0O O
H & B

4.3 Notwendige Anderungen zur Bearbeitung
von asymmetrischen Knoten und
mehreren Auftragsklassen

Fori=1,..,Nundr = 1,..,R wird die mittlere Antwortzeit eines Auftrages im i-ten
Knoten wie folgt berechnet:

0 R m -2 ) O]
g,+z ks(k=1)+ > (M= =3 p( k- 1)5 (4.7)

Mit Anwendung der Wartewahrschnlichkeit gelten folgende Formel:

O A

0 = ! ET]+Z ks + P(0)+p.. mD , fur M/ M/ m- FCFS Knoten

| s=1 H

0 Zuijr

te(k)=0 '~ (4.8)

1 U R — Cg +1 O

DD—’“ m + Z ks + P(p;) E—I'T—pi.mm , far M/ G/ m- FCFS- Knoten

DZ Hir 5= -

=1

Wobei p, mit Gl. (2.13) ausgedriickt wird.

5 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Warteschlangennetze sowohl mit einer Auftrags-
klasse als auch mit mehreren Auftragsklassen betrachtet, die aus M/M/m-Knoten und
M/G/m-Knoten bestehen.
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Zur L6sung dieser Warteschlangennetze existiert eine groRe Zahl von LOsungs-
methoden. In dieser Arbeit werden die Summationsmethode, die Mittelwertanalyse und
der SCAT-Algorithmus betrachtet, die alle in [Bolc 89] beschrieben sind.

Zur Erweiterung auf Warteschlangennetze mit asymmetrischen Knoten und mehreren
Auftragsklassen wurde wie in [BoBr 92] fur den Fall mit einer Auftragsklasse die
Grundstruktur der Formeln beibehalten aber die darin vorkommende Auslastung durch
die Auslastungsformel fiir asymmetrischen Knoten ersetzt.

Die damit berechneten Ergebnisse sind approximativ, weil auch die Auslastungsformel
approximativ ist. Die Genauigkeit dr Ergebnisse mul3 daher validiert werden.
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